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مقدمه

در.می شودتعریف𝑧𝑛صورتبهگسستهزمانLTIسیستمیکویژهتابعشد،مطرحقبلفصلدرکههمانطور•

بهLTIسیستم هایبرای𝑧𝑛ویژهتابعبامتناظرویژهمقدارهمچنین.استمختلطمتغیریک𝑧رابطهاین

.می شودتعریفزیرصورت

𝐻 𝑧 =  

𝑘=−∞

+∞

ℎ 𝑘 𝑧−𝑘

𝐻بالا،رابطهدر• 𝑧تبدیلzسیگنالℎ 𝑛می شودنامیده.
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تعریف

𝑥سیگنالzتبدیل• 𝑛می شودمحاسبهزیررابطهاز.

𝑋 𝑧 =  

𝑘=−∞

+∞

𝑥 𝑘 𝑧−𝑘

.استمختلطمتغیریک𝑧رابطهایندرکه•

𝑥سیگنالبرایzتبدیلوجودشرط• 𝑛(نشودبینهایتحاصل جمع)استبالامجموعوجود.
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(ادامه)تعریف
.می شوداستفادهزیرنمایشدوازسیگنالیکzتبدیلدادننشانبرایمعمولا•

:می شودتعریفزیرصورتبه𝑧متغیرتبدیلایندر•

.استzزاویهواندازهترتیببهΩو𝑟آندرکه•

موهومی،بخشصفحهاینافقیمحورمعمولا.استمحوردودارای𝑧صفحه،𝑧متغیرتعریفبهتوجهبا•

.استzحقیقیبخشآنعمودیمحورو
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𝑋 𝑧 = 𝒵 𝑥 𝑛 𝑥 𝑛  𝑋 𝑧

𝑧 = 𝑟𝑒𝑗Ω



𝑥سیگنالzتبدیل:مثال 𝑛 = 𝑎𝑛𝑢 𝑛سیگنالایندر.بیابیدرا𝑎استحقیقیعددی.

:پاسخ

𝑋 𝑧 =  

𝑘=−∞

+∞

𝑥 𝑘 𝑧−𝑘 =  

𝑘=−∞

+∞

𝑎𝑘𝑢 𝑘 𝑧−𝑘 =  

𝑘=0

+∞

𝑎𝑘𝑧−𝑘 =  

𝑘=0

+∞
𝑎

𝑧

𝑘

شرطکهداردوجودصورتیدربالامجموع
𝑎

𝑧
< داردوجودبالامجموعصورتیدردیگرعبارتبهباشد؛درست1

𝑧شرطکه > 𝑎نوشتمی توانشرطاینفرضبا.باشددرست.

𝑋 𝑧 =
1

1 −
𝑎
𝑧

=
1

1 − 𝑎𝑧−1 =
𝑧

𝑧 − 𝑎
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ادامه مثال



zتبدیلکهzصفحهازایمحدودهبه.نداردوجودzمقادیرهمهبرایzتبدیلکهدیدیدقبلمثالدر•

.می شودگفتهROCیاهمگراییمنطقهدارد،وجودآندر

.استبرگشت پذیرآنROCهمراهبهzتبدیلزیراشود؛مشخصROCبایدلزوماzتبدیلمحاسبهدر•

آن هاROCولیداردقبلمثالسیگنالبایکسانیzتبدیلکهمی بینیدراسیگنالیبعدمثالدر•

.می کندمشخصرازمانحوزهدرسیگنالتمایزتفاوتاین.استمتفاوت
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𝑥سیگنال zتبدیل : مثال 𝑛 = −𝑎𝑛𝑢 −𝑛 − .عددی حقیقی است𝑎در این سیگنال . را بیابید1

:پاسخ

𝑋 𝑧 =  

𝑘=−∞

+∞

𝑥 𝑘 𝑧−𝑘 =  

𝑘=−∞

+∞

−𝑎𝑘𝑢 −𝑘 − 1 𝑧−𝑘 = −  

𝑘=−∞

−1

𝑎𝑘𝑧−𝑘 = −  

𝑘=−∞

−1
𝑎

𝑧

𝑘

شرطکهداردوجودصورتیدربالامجموع
𝑎

𝑧
> شرطکهداردوجودبالامجموعصورتیدردیگرعبارتبهباشد؛درست1

𝑧 < 𝑎نوشتمی توانشرطاینفرضبا.باشددرست.

𝑋 𝑧 = −  

𝑘=1

+∞
𝑎

𝑧

−𝑘

= −

𝑧
𝑎

1 −
𝑧
𝑎

= −
𝑧

𝑎 − 𝑧
=

𝑧

𝑧 − 𝑎
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ادامه مثال



𝑥سیگنال zتبدیل : مثال 𝑛 = 𝛿 𝑛را بیابید.

:پاسخ

𝑋 𝑧 =  

𝑘=−∞

+∞

𝑥 𝑘 𝑧−𝑘 =  

𝑘=−∞

+∞

𝛿 𝑘 𝑧−𝑘 =  𝑧−𝑘

𝑘=0
= 1

ROCصفحههمهشاملتبدیلاین𝑧می شود.
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𝑥سیگنال zتبدیل : مثال 𝑛 = 2𝑛𝑢 𝑛 + −3 𝑛𝑢 −𝑛را بیابید.

:پاسخ

𝑋 𝑧 =  

𝑘=−∞

+∞

𝑥 𝑘 𝑧−𝑘 =  

𝑘=−∞

+∞

2𝑘𝑢 𝑘 + −3 𝑘𝑢 −𝑘 𝑧−𝑘

=  

𝑘=−∞

+∞

2𝑘𝑢 𝑘 𝑧−𝑘 +  

𝑘=−∞

+∞

−3 𝑘𝑢 −𝑘 𝑧−𝑘 =  

𝑘=0

+∞

2𝑘𝑧−𝑘 +  

𝑘=−∞

0

−3 𝑘𝑧−𝑘

=  

𝑘=0

+∞

2𝑘𝑧−𝑘 +  

𝑘=0

+∞

−3 −𝑘𝑧𝑘 =  

𝑘=0

+∞
2

𝑧

𝑘

+  

𝑘=0

+∞

−
𝑧

3

𝑘
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𝑘=0 بودنبودنهمگراشرط
+∞ 2

𝑧

𝑘
کهاستآن

2

𝑧
< 𝑧دیگرعبارتبهباشد؛1 > همگراشرط.باشد2

𝑘=0 بودنبودن
+∞ −

𝑧

3

𝑘
−کهاستآن

𝑧

3
< 𝑧دیگرعبارتبهباشد؛1 < .باشد3

ROCهمگراییشرطدواشتراکتبدیل،این𝑧 > 𝑧و2 < 2صورتبهکهاست3 < 𝑧 < است؛3

:بودخواهدزیرصورتبهzتبدیلبنابراین

𝑋 𝑧 =  

𝑘=0

+∞
2

𝑧

𝑘

+  

𝑘=0

+∞

−
𝑧

3

𝑘

=
1

1 −
2
𝑧

+
1

1 +
𝑧
3

=
𝑧

𝑧 − 2
+

3

𝑧 + 3
=

𝑧2 + 6𝑧 − 6

𝑧2 + 𝑧 − 6
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ادامه مثال
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ادامه مثال



𝑥سیگنال zتبدیل : مثال 𝑛 = 3𝑛𝑢 𝑛 + −2 𝑛𝑢 −𝑛را بیابید.

:پاسخ

𝑋 𝑧 =  

𝑘=−∞

+∞

𝑥 𝑘 𝑧−𝑘 =  

𝑘=−∞

+∞

3𝑘𝑢 𝑘 + −2 𝑘𝑢 −𝑘 𝑧−𝑘

=  

𝑘=−∞

+∞

3𝑘𝑢 𝑘 𝑧−𝑘 +  

𝑘=−∞

+∞

−2 𝑘𝑢 −𝑘 𝑧−𝑘 =  

𝑘=0

+∞

3𝑘𝑧−𝑘 +  

𝑘=−∞

0

−2 𝑘𝑧−𝑘

=  

𝑘=0

+∞

3𝑘𝑧−𝑘 +  

𝑘=0

+∞

−2 −𝑘𝑧𝑘 =  

𝑘=0

+∞
3

𝑧

𝑘

+  

𝑘=0

+∞

−
𝑧

2

𝑘

شاهرودصنعتیدانشگاه 16دکتر‌حمید‌حسن‌پور–سیگنال‌ها‌و‌سیستم‌ها‌



𝑘=0 بودنهمگراشرط
+∞ 3

𝑧

𝑘
کهاستآن

3

𝑧
< 𝑧دیگرعبارتبهباشد؛1 > همگراشرط.باشد3

𝑘=0 بودن
+∞ −

𝑧

2

𝑘
−کهاستآن

𝑧

2
< 𝑧دیگرعبارتبهباشد؛1 < .باشد2

𝑧همگراییشرطدوکهآنجاییاز > 𝑧و3 < اینROCبنابراینندارد،همپوشانییکدیگربا2

𝑥سیگنالکهکردبیانمی توانحالتایندر.استتهیتبدیل 𝑛 = 3𝑛𝑢 𝑛 + −2 𝑛𝑢 −𝑛

.نداردzتبدیل
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ادامه مثال



𝑥سیگنال zتبدیل : مثال 𝑛 = 𝛿[𝑛 − 𝑚]را بیابید.

:پاسخ

𝑋 𝑧 =  

𝑘=−∞

+∞

𝑥 𝑘 𝑧−𝑘 =  

𝑘=−∞

+∞

𝛿[𝑘 − 𝑚]𝑧−𝑘 = 𝑧−𝑚 =
1

𝑧

𝑚

𝑚اگر > 𝑚اگرهمچنین.می شودصفرنقطهجزبهzهمهشاملROCآنگاهباشد،0 < جزبهzهمهشاملROCباشد،0

𝑚اگرنهایتا.می شودبینهایت = .می شودzهمهشاملROCباشد،0
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.بیابیدراشدهدادهنمایشسیگنالzتبدیل:مثال
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.می نویسیمراسیگنالضابطهابتدا:پاسخ

𝑥 𝑛 = 𝛿 𝑛 + 2 + 2𝛿 𝑛 + 1 − 3𝛿 𝑛 + 2𝛿 𝑛 − 2 + 𝛿 𝑛 − 3

.می نماییممحاسبهراzتبدیلحال

𝑋 𝑧 =  

𝑘=−∞

+∞

𝑥 𝑘 𝑧−𝑘 =  

𝑘=−∞

+∞

𝛿 𝑘 + 2 + 2𝛿 𝑘 + 1 − 3𝛿 𝑘 + 2𝛿 𝑘 − 2 + 𝛿 𝑘 − 3 𝑧−𝑘

=  

𝑘=−∞

+∞

𝛿 𝑘 + 2 𝑧−𝑘 + 2  

𝑘=−∞

+∞

𝛿 𝑘 + 1 𝑧−𝑘 − 3  

𝑘=−∞

+∞

𝛿 𝑘 𝑧−𝑘 + 2  

𝑘=−∞

+∞

𝛿 𝑘 − 2 𝑧−𝑘

+  

𝑘=−∞

+∞

𝛿 𝑘 − 3 𝑧−𝑘 = 𝑧2 + 2𝑧1 − 3 + 2𝑧−2 + 𝑧−3

ROCهمهشاملتبدیلاینzمی شودبینهایتوصفرنقطهجزبه.
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.استراحتبسیارغیرصفرعناصرمحدودتعدادباسیگنال هاییzتبدیلمحاسبهدادنشانقبلمثال•

.نوشتراzازتوان هاییباسیگنالغیرصفرنقاطضرایباستکافیاینکاربرای•

.استاثباتقابلاصلیرابطهوzتبدیلبودنخطیویژگیبهتوجهباموضوعاین•

•ROCهمهشاملتبدیلاینzقدارممثبتنمونه هایدرسیگنالاگر.استبینهایتوصفرنقطهاحتمالاجزبه

تهداشغیرصفرمقدارمنفینمونه هایدرسیگنالاگر.بودنخواهدصفرنقطهشاملROCباشد،داشتهغیرصفر

.بودنخواهدبینهایتشاملROCباشد،
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Zصفرها و قطب های سیگنال در صفحه 

𝑋سیگنالمی توانمعمولا• 𝑧 = 𝒵{𝑥 𝑛 دیگرعبارتبهنوشت؛کسریتابعیکفرمبهرا{

𝑋 𝑧 =
 𝑖=0

𝑚 𝑎𝑖𝑧
𝑖

 𝑖=0
𝑛 𝑏𝑖𝑧

𝑖
=

𝑎𝑚𝑧𝑚 + 𝑎𝑚−1𝑧𝑚−1 + ⋯ + 𝑎1𝑧 + 𝑎0

𝑏𝑚𝑧𝑛 + 𝑏𝑚−1𝑧𝑛−1 + ⋯ + 𝑏1𝑧 + 𝑏0

𝑘دارای𝑘درجهچندجمله ایهرمی دانیدکههمانطور.است𝑛و𝑚درجهباچندجمله ای هاییکسراینمخرجوصورت•

𝑋سیگنالبنابرایناست؛ریشه 𝑧نوشتزیرصورتبهمی توانرا:

𝑋 𝑧 = 𝑘
𝑧 − 𝑧𝑚 𝑧 − 𝑧𝑚−1 … 𝑧 − 𝑧2 𝑧 − 𝑧1

𝑧 − 𝑝𝑛 𝑧 − 𝑝𝑛−1 … 𝑧 − 𝑝2 𝑧 − 𝑝1

𝑧نقاطبه• = 𝑧𝑖,1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚معادلهحلازنقاطاین.می شودگفتهسیگنالصفرهای𝑋 𝑧 = .می آیدبدست0

𝑧نقاطبههمچنین• = 𝑃𝑖 ,1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛کسرمخرجنقاطاین.می شودگفتهسیگنالقطب های𝑋 𝑧می کندصفررا.

.می دهندنمایش𝑜باراzصفحهدرصفرنقاطو،×علامتبارا𝑧صفحهدرقطبنقاطقراردادیصورتبه•
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𝑋سیگنال:مثال 𝑧 =
𝑧2−𝑧

𝑧2+2𝑧−15
,3 < 𝑧 < .دهیدنمایش𝑧صفحهدرومحاسبهراآنصفرهایوقطب ها.بگیریدنظردررا5

:پاسخ

𝑋 𝑧 =
𝑧2 − 𝑧

𝑧2 + 2𝑧 − 15
=

𝑧 𝑧 − 1

𝑧 − 3 𝑧 + 5

𝑧بنابراین = 𝑧و0 = 𝑧وسیگنال،صفرهای1 = 𝑧و3 = .می باشدسیگنالقطب های5−
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.سیگنال زیر را بیابیدzنقشه قطب و صفر تبدیل : مثال

𝑥 𝑛 =  
2𝑛, 0 ≤ 𝑛 ≤ 7
0, اینصورت غیر در

:پاسخ

𝑋 𝑧 =  

𝑘=−∞

+∞

𝑥 𝑘 𝑧−𝑘 =  

𝑘=0

7

2𝑘𝑧−𝑘 =  

𝑘=0

7
2

𝑧

𝑘

=
1 −

2
𝑧

8

1 −
2
𝑧

=
𝑧8 − 28

𝑧8 − 2𝑧7
=

𝑧8 − 28

𝑧7(𝑧 − 2)

𝑧نقطهدرهفتممرتبهقطبشاملتبدیلاین = 𝑧درسادهقطبو0 = .است2
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𝑧8معادلهبایدتبدیلتابعصفرهایمحاسبهبرای = :استزیرصورتبهمعادلهاینحل.شودحل28

𝑧 = 2𝑒
𝑗2𝜋𝑘

8 , 𝑘 = 0,1,2,… , 7

𝑧صفرهایدارایتابعاینبنابراین = 2،𝑧 = 2𝑒
𝑗𝜋

4،𝑧 = 2𝑒
𝑗𝜋

2،𝑧 = 2𝑒
𝑗3𝜋

4،𝑧 = 2𝑒𝑗𝜋،𝑧

= 2𝑒
𝑗5𝜋

4،𝑧 = 2𝑒
𝑗3𝜋

𝑧و2 = 2𝑒
𝑗7𝜋

.است4

𝑧درصفریکوقطبیکدارایسیگنالzتبدیل = وکردهخنثیرایکدیگراثرآن هابنابرایناست؛2

.می شودحذفصفرهاوقطب هالیستاز
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ادامه مثال



ROCصفحههمهشاملتبدیلاینzدیگرعبارتبهاست؛صفرنقطهجزبهROCصورتبه𝑧 > 0

𝑧اگر.است = .بودخواهدنامحدودبالاحاصل جمعباشد0

شاهرودصنعتیدانشگاه 26دکتر‌حمید‌حسن‌پور–سیگنال‌ها‌و‌سیستم‌ها‌

ادامه مثال



ROCویژگی‌های‌

𝑥سیگنال 𝑡تبدیلباzصورتبه𝑋(𝑧)برای.بگیریدنظردرراROCبامتناظر𝑋(𝑧)ویژگی های

.شدمتصورمی توانرابعدی

𝑿همگراییناحیه:1ویژگی• 𝒛صفحهدر𝐳استمختصاتمبدامرکزبهدایره هاییشامل.

.نمی شودقطبیهیچشاملROC:2ویژگی•

شاهرودصنعتیدانشگاه 27دکتر‌حمید‌حسن‌پور–سیگنال‌ها‌و‌سیستم‌ها‌



𝑥مثالدر• 𝑛 =  
2𝑛, 0 ≤ 𝑛 ≤ 7
0, اینصورت غیر 𝑧قطبشاملROCکهداشتیمانتظاردر = نباشد2

𝑧اگر.نبوداینگونهکه = .استمحدودکهبودخواهدزیرصورتبهحاصل جمعباشد،2

𝑋 2 =  

𝑘=−∞

+∞

𝑥 𝑘 2−𝑘 =  

𝑘=0

7

2𝑘2−𝑘 =  

𝑘=0

7

1 = 8

𝑧نقطهدرصفریکدارایسیگنالاینzتبدیلکهاستآنامرعلت• = گفتهاینصورتدر.است2

.استکردهخنثیراقطباثرصفرکهمی شود
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3ویژگی‌

صفرنقطهاحتمالاجزبهzصفحهکلهمگراییناحیهآنگاهباشد،محدودعرضباسیگنالی𝒙(𝒕)اگر•

.بودخواهدبینهایتو

ناحیهبراینبنانوشت؛یافتهانتقالوشدهمقیاسضربه هایمجموعصورتبهمی توانراگسستهزمانسیگنالهر•

.استبینهایتوصفرنقطهاحتمالاجزبهzصفحههمهشاملهمگرایی

.بودنخواهدصفرنقطهشاملROCباشد،داشتهغیرصفرمقدارمثبتنمونه هایدرسیگنالاگر•

.بودنخواهدبینهایتشاملROCباشد،داشتهغیرصفرمقدارمنفینمونه هایدرسیگنالاگر•
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𝒙اگر:4ویژگی• 𝒏یعنی)باشدراستیدستسیگنالیک𝒙 𝒏 = 𝟎,𝒏 < 𝑵𝟎)آنگاه

ROCشکلبه𝒛 > 𝒓𝒎𝒂𝒙یا𝒓𝒎𝒂𝒙 < 𝒛 < بزرگترین𝒓𝒎𝒂𝒙کهبودخواهد∞+

.استسیگنالقطب

𝒙اگر:5ویژگی• 𝒏یعنی)باشدچپیدستسیگنالیک𝒙 𝒏 = 𝟎,𝒏 ≥ 𝑵𝟎)،آنگاهROC

𝒛شکلبه < 𝒓𝒎𝒊𝒏𝟎یا < 𝒛 < 𝒓𝒎𝒊𝒏کهبودخواهدrسیگنالقطبکوچکترین

.است

اهآنگ(باشدداشتهادامهبینهایتتاطرفدواز)باشددوطرفهسیگنال𝐱(𝐭)اگر:6ویژگی•

𝒓𝟎صورتبههمگراییناحیه < 𝒛 < 𝒓𝟏بودخواهد.
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𝑹𝑶𝑪 سیگنال در حوزه𝒛سیگنال در حوزه زمان
𝑹𝑋 𝑧𝑥 𝑛
𝑹𝟏𝑋1 𝑧𝑥1 𝑛
𝑹𝟐𝑋2 𝑧𝑥2 𝑛

𝑹𝟏ویژگی خطی بودن ∩ 𝑹𝟐 ⊆ 𝑹𝑶𝑪𝑎1𝑋1(𝑧) + 𝑎1𝑋2 𝑧𝑎1𝑥1 𝑡 + 𝑎1𝑥2(𝑡)
⋂𝑹ویژگی انتقال در زمان 𝟎 < 𝒛 < +∞ ⊆ 𝑹𝑶𝑪𝑧−𝑛0𝑋 𝑧𝑥 𝑛 − 𝑛0

𝟏ویژگی معکوس زمانی

𝑹
𝑋

1

𝑧
𝑥 −𝑛

⋂𝑹ویژگی تفاضل در حوزه زمان 𝒛 > 𝟎 ⊆ 𝑹𝑶𝑪1 − 𝑧−1 𝑋 𝑧𝑥 𝑛 − 𝑥 𝑛 − 1

n𝑹−𝑧ویژگی ضرب سیگنال در 
𝑑

𝑑𝑧
𝑋 𝑧𝑛𝑥 𝑛

𝒛𝟎ویژگی ضرب سیگنال در 
𝒏

𝒛𝟎 𝑹𝑋
𝑧

𝑧0
𝑧0

𝑛𝑥 𝑛

𝒆𝒋𝛀𝒏𝑹𝑋ویژگی ضرب سیگنال در  𝑒−𝑗Ω0𝑧𝑒𝑗Ω0𝑛𝑥 𝑛
𝑹𝟏ویژگی کانولوشن در حوزه زمان ∩ 𝑹𝟐 ⊆ 𝑹𝑶𝑪𝑋1 𝑧 𝑋2 𝑧𝑥1 𝑛 ∗ 𝑥2 𝑛

Zویژگی‌های‌تبدیل‌



𝑥سیگنال zتبدیل : مثال n = 3𝑛𝑢 𝑛 + 2𝑛+2𝑢 −𝑛 − .را محاسبه نمایید1

.نوشتمی توانzتبدیلبودنخطیویژگیوzتبدیلجدولاساسبر:پاسخ

𝑥1 𝑛 = 𝑛𝑢 𝑛  𝑋1 𝑧 =
𝑧

𝑧 − 1 2
, 𝑧 > 1

𝑥2 𝑛 = −2𝑛𝑢 −𝑛 − 1  𝑋2 𝑧 =
𝑧

𝑧 − 2
, 𝑧 < 2

𝒵 3𝑥1 𝑛 − 4𝑥2 𝑛 = 3𝑋1 𝑧 − 4𝑋2 𝑧 =
3𝑧

𝑧 − 1 2
−

4𝑧

𝑧 − 2

ROCتبدیلz1شاملحداقل < 𝑧 < 1صورتبهمعمولاولیاست2 < 𝑧 < .می شودگرفتهنظردر2
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𝑥سیگنال zتبدیل : مثال 𝑛 = 3𝑛.𝑢 𝑛 − .را بیابید2

:پاسخ

𝒵 𝑢 𝑛 =
𝑧

𝑧 − 1
, 𝑧 > 1

𝒵 𝑢 𝑛 − 2 = 𝑧−2
𝑧

𝑧 − 1
=

1

𝑧 𝑧 − 1
=

1

𝑧2 − 𝑧
, 𝑧 > 1

𝒵 𝑛. 𝑢 𝑛 − 2 = −𝑧
𝑑

𝑑𝑧

1

𝑧2 − 𝑧
= −𝑧

−2𝑧 + 1

𝑧2 − 𝑧 2
=

𝑧 2𝑧 − 1

𝑧2 − 𝑧 2
=

2𝑧 − 1

𝑧 𝑧 − 1 2
, 𝑧 > 1

𝒵 3𝑛. 𝑢 𝑛 − 2 = 3
2𝑧 − 1

𝑧 𝑧 − 1 2
, 𝑧 > 1
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سیگنالتئوری مقدار اولیه 

𝑥سیگنالاگر• 𝑛باشد،زیرصورتبه

𝑥 𝑛 = 0, 𝑛 < 0

باشد،زیرصورتبهآنzتبدیلو•

𝑋 𝑧 = 𝒵 𝑥 𝑛 , 𝑅𝑂𝐶 = 𝑅

:بودخواهدزیرصورتبهسیگنالاولیهمقدارآنگاه•

𝑥 0 = lim
𝑧→+∞

𝑋 𝑧
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(ادامه)سیگنال تئوری مقدار اولیه 

:اثبات

lim
𝑧→+∞

𝑋 𝑧 = lim
𝑧→+∞

 

𝑘=−∞

+∞

𝑥 𝑘 𝑧−𝑘 = lim
𝑧→+∞

 

𝑘=0

+∞

𝑥 𝑘 𝑧−𝑘

= lim
𝑧→+∞

𝑥 0 𝑧0 + 𝑥 1 𝑧−1 + 𝑥 2 𝑧−2 + ⋯ = 𝑥 0
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معکوس Zتبدیل 

دادهنمایشزیرفرمبهمعکوسzتبدیل.می بردزمانحوزهبهراzحوزهدرسیگنالیککهاستتبدیلیمعکوسzتبدیل•

:می شود

𝒵−1 𝑋 𝑧 = 𝑥 𝑛

:می شودمحاسبهزیررابطهازمعکوسzتبدیل•

𝑥 𝑛 =
1

2𝜋𝑗
 
𝐶

𝑋 𝑧 𝑧𝑛−1𝑑𝑧

اعدادانتگرالحوزهدرکافیدانشنیازمندطریقاینازمعکوسzتبدیلمحاسبه.استانتگرال گیریمحدوده𝑐آندرکه•

.نیستدرسایناهدافازموضوعاینجزییاتبهپرداختن.استمختلط
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𝑋معکوس سیگنال zتبدیل : مثال 𝑧 = −3𝑧2 + 7𝑧1 + 9 − 5𝑧−2,0 < 𝑧 < .را بیابید∞+

:پاسخ

.استزیرصورتبهzتبدیلرابطه

𝑋 𝑧 =  

𝑘=−∞

+∞

𝑥 𝑘 𝑧−𝑘

= ⋯ + 𝑥 −3 𝑧3 + 𝑥 −2 𝑧2 + 𝑥 −1 𝑧 + 𝑥 0 + 𝑥 1 𝑧−1 + 𝑥 2 𝑧−2 + 𝑥 3 𝑧−3 + ⋯

:نوشتمی توانبالاتعریفدرسیگنالجایگزینیبا

−3𝑧2 + 7𝑧1 + 9 − 5𝑧−2

= ⋯ + 𝑥 −3 𝑧3 + 𝑥 −2 𝑧2 + 𝑥 −1 𝑧 + 𝑥 0 + 𝑥 1 𝑧−1 + 𝑥 2 𝑧−2 + 𝑥 3 𝑧−3 + ⋯
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تساویطرفدودرzمختلفتوان هایضرایببایدباشد،درستهاzهمهبرایقبلرابطهآنکهبرای

دیگرعبارتبهباشد؛یکسان

𝑥 −2 = −3, 𝑥 −1 = 7, 𝑥 0 = 9, 𝑥 2 = −5,

𝑥سیگنالضرایببقیهو 𝑛سیگنالمی توانبنابراین.باشدصفربایدنیز𝑥 𝑛نوشتزیرصورتبهرا:

𝑥 𝑛 = −3𝛿 𝑛 + 2 + 7𝛿 𝑛 + 1 + 9𝛿 𝑛 − 5𝛿 𝑛 − 2
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ادامه مثال



𝑋معکوس سیگنال zتبدیل : مثال 𝑧 = 𝑧−1 𝑧 − 1 2 −
1

𝑧
,0 < 𝑧را بیابید.

:پاسخ

𝑋 𝑧 = 𝑧−1 𝑧 − 1 2 −
1

𝑧
= 1 −

1

𝑧
2 −

1

𝑧
= 2 −

3

𝑧
+

1

𝑧2
= 2 − 3𝑧−1 + 𝑧−2

𝑥سیگنالمی توانبنابراین 𝑛نوشتزیرصورتبهرا:

𝑥 𝑛 = 2𝛿 𝑛 − 3𝛿 𝑛 − 1 + 𝛿 𝑛 − 2
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.معکوس سیگنال زیر را بیابیدzتبدیل : مثال

𝑋 𝑧 =
6𝑧

6𝑧2 − 5𝑧 + 1
, 𝑧 >

1

2
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6𝑧

− 6𝑧 − 5 + 𝑧−1

5 − 𝑧−1

− 5 −
25

6
𝑧−1 +

5

6
𝑧−2

19

6
𝑧−1 −

5

6
𝑧−2

−
19

6
𝑧−1 −

95

36
𝑧−2 +

19

36
𝑧−3

65

36
𝑧−2 −

19

36
𝑧−3

−
65

36
𝑧−2 −

325

216
𝑧−3 +

65

216
𝑧−4

211

216
𝑧−3 −

65

216
𝑧−4

6𝑧2 − 5𝑧 + 1

𝑧−1 +
5

6
𝑧−2 +

19

36
𝑧−3 +

65

216
𝑧−4 + ⋯

𝑋کسرباید:پاسخ 𝑧ازتوان هاییصورتبهراzبهتوجهبا.دهیمگسترش

𝑧صورتبهROCآنکه >
1

2
𝑥سیگنالبنابرایناست، 𝑛سیگنالیک

باایدبراکسراستراستیدستسیگنالکهمواردیدر.استراستیدست
:داریمکسرمخرجبرصورتتقسیمبا.دادگسترشzمنفیتوان های
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:نوشتزیرصورتبهمی توانرا𝑋(𝑧)سیگنالبنابراین

𝑋 𝑧 = 𝑧−1 +
5

6
𝑧−2 +

19

36
𝑧−3 +

65

216
𝑧−4 + ⋯

𝑥پس 𝑛استزیرصورتبه.

𝑥 𝑛 = 𝛿 𝑛 − 1 +
5

6
𝛿 𝑛 − 2 +

19

36
𝛿 𝑛 − 3 +

65

216
𝛿 𝑛 − 4 + ⋯

ادامه مثال
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.معکوس سیگنال زیر را بیابیدzتبدیل : مثال

𝑋 𝑧 =
6𝑧

6𝑧2 − 5𝑧 + 1
, 𝑧 <

1

3
6𝑧

− 6𝑧 − 5𝑧2 + 36𝑧3

5𝑧2 − 36𝑧3

− 5𝑧2 − 25𝑧3 + 30𝑧4

−11𝑧3 − 30𝑧4

− −11𝑧3 + 55𝑧4 − 66𝑧5

−85𝑧4 + 66𝑧5

− −85𝑧4 + 425𝑧5 − 510𝑧6

−359𝑧5 + 510𝑧6

1 − 5𝑧 + 6𝑧2

6𝑧 + 5𝑧2 − 11𝑧3 − 85𝑧4 + ⋯

𝑋کسرباید:پاسخ 𝑧ازتوان هاییصورتبهراzآنکهبهتوجهبا.دهیمگسترش

ROCصورتبه𝑧 <
1

3
𝑥سیگنالبنابرایناست، 𝑛چپیدستسیگنالیک

zمثبتتوان هایبابایدراکسراستچپیدستسیگنالکهمواردیدر.است

:داریمکسرمخرجبرصورتتقسیمبا.دادگسترش
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ادامه مثال

:نوشتزیرصورتبهمی توانرا𝑋(𝑧)سیگنالبنابراین

𝑋 𝑧 = 6𝑧 + 5𝑧2 − 11𝑧3 − 85𝑧4 + ⋯

𝑥پس 𝑛استزیرصورتبه.

𝑥 𝑛 = 6𝛿 𝑛 + 1 + 5𝛿 𝑛 + 2 − 11𝛿 𝑛 + 3 − 85𝛿 𝑛 + 4 + ⋯



دشوارزمانحوزهدرسیگنالهمهمحاسبهکهاستآنقبلمثال هایدرشدهاستفادهروشاشکال•

.نمی شودمحاسبهنیزسیگنالریاضیرابطههمچنین.است
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تجزیه‌به‌کسرهای‌جزئیمعکوس‌به‌کمکZمحاسبه‌تبدیل‌

𝑋سیگنالمی توانمعمولا• 𝑧 = 𝒵{𝑥 𝑛 سریکتابعتفکیکبا.نوشتکسریتابعیکفرمبهرا{

.کردمحاسبهراzتبدیلعکسمی توانzتبدیلجدولازاستفادهوجزئیکسرهایبه

𝑋کسرتفکیکجایبهمعمولامعکوسzتبدیلدر• 𝑧کسر
𝑋 𝑧

𝑧
تفکیکبرای.می کنندتفکیکرا

.داردوجودمختلفیروش هایجزئیکسرهایبهکسر
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(هادام)تجزیه‌به‌کسرهای‌جزئی‌‌معکوس‌به‌کمکZمحاسبه‌تبدیل‌

.دهدرخاستممکنحالتدوباشد،مخرجازکمترصورتچندجمله ایدرجهاگر•

باشندسادهقطب هاهمه.

باشندچندگانهقطب ها.

کسر•
𝑋 𝑧

𝑧
.بگیریدنظردرزیرصورتبهرا

𝑋 𝑧

𝑧
= 𝑘

 𝑖=1
𝑚 𝑧 − 𝑧𝑖

 𝑖=1
𝑛 𝑧 − 𝑝𝑖

= 𝑘
𝑧 − 𝑧𝑚 𝑧 − 𝑧𝑚−1 … 𝑧 − 𝑧2 𝑧 − 𝑧1

𝑧 − 𝑝𝑛 𝑧 − 𝑝𝑛−1 … 𝑧 − 𝑝2 𝑧 − 𝑝1
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(هادام)تجزیه‌به‌کسرهای‌جزئی‌‌معکوس‌به‌کمکZمحاسبه‌تبدیل‌

کسرباشند،سادهقطب هاهمهاگر•
𝑋 𝑧

𝑧
.نوشتزیرصورتبهمی توانرا

𝑋 𝑧

𝑧
=  

𝑖=1

𝑛
𝑐𝑖

𝑧 − 𝑝𝑖
=

𝑐𝑛

𝑧 − 𝑝𝑛
+

𝑐𝑛−1

𝑧 − 𝑝𝑛−1
+ ⋯ +

𝑐1

𝑧 − 𝑝1

آندرکه•

𝑐𝑖 = lim
𝑠→𝑝𝑖

𝑧 − 𝑝𝑖

𝑋 𝑧

𝑧
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(هادام)تجزیه‌به‌کسرهای‌جزئی‌‌معکوس‌به‌کمکZمحاسبه‌تبدیل‌

مخرجکنیدفرض.می دهیمقرارآن هابرایزیرصورتبهمختلفتوان هایباکسر هاییباشد،چندگانهقطب هایکسراگر•

𝑧فاکتورشاملکسر − 𝑝𝑖
𝑟کسراینصورتدر.باشد

𝑋 𝑧

𝑧
:استزیرفاکتورهایشامل𝑝𝑖قطبخاطربه

𝜆𝑟−1

𝑧 − 𝑝𝑖
+

𝜆𝑟−2

𝑧 − 𝑝𝑖
2

+ ⋯ +
𝜆0

𝑧 − 𝑝𝑖
𝑟

آندرکه•

𝜆𝑘 =
1

𝑘!
lim
𝑧→𝑝𝑖

𝑑𝑘

𝑑𝑧𝑘
𝐹 𝑧 , 𝑘 = 0, … , 𝑟 − 1

𝐹 𝑧 = 𝑧 − 𝑝𝑖
𝑟
𝑋 𝑧

𝑧
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𝑋معکوس zتبدیل : مثال 𝑧 =
𝑧+2

𝑧2+𝑧−6
.را در هر یک از حالت های زیر بیابید

𝑧:الف > 𝑧:ب2 < 3−:ج3− < 𝑧 < 2

.استیکسانآنجزئیکسرهایبهتفکیکتامراحلحالت،سههردر:پاسخ

𝑋 𝑧

𝑧
=

𝑧 + 2

𝑧 𝑧2 + 𝑧 − 6
=

𝑧 + 2

𝑧 𝑧 − 2 𝑧 + 3

قطب های
𝑋 𝑧

𝑧
𝑝1صورتبه = 𝑝2و2 = 𝑝3و3− = :نوشتمی توانبنابرایناست؛0

𝑋 𝑧

𝑧
=

𝑧 + 2

𝑧 𝑧 − 2 𝑧 + 3
=

𝑐1

𝑧 − 2
+

𝑐2

𝑧 + 3
+

𝑐3

𝑧

𝑐1 = lim
𝑧→2

𝑧 − 2
𝑋 𝑧

𝑧
= lim

𝑧→2
𝑧 − 2

𝑧 + 2

𝑧 𝑧 − 2 𝑧 + 3
= lim

𝑧→2

𝑧 + 2

𝑧 𝑧 + 3
=

2

5

𝑐2 = lim
𝑧→−3

𝑧 + 3
𝑋 𝑧

𝑧
= lim

𝑧→−3
𝑧 + 3

𝑧 + 2

𝑧 𝑧 − 2 𝑧 + 3
= lim

𝑧→−3

𝑧 + 2

𝑧 𝑧 − 2
= −

1

15
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𝑐3 = lim
𝑧→0

𝑧
𝑋 𝑧

𝑧
= lim

𝑧→0
𝑧

𝑧 + 2

𝑧 𝑧 − 2 𝑧 + 3
= lim

𝑧→0

𝑧 + 2

𝑧 − 2 𝑧 + 3
= −

1

3

بنابراین
𝑋 𝑧

𝑧
:نوشتمی توانزیرصورتبهرا

𝑋 𝑧

𝑧
=

2
5

𝑧 − 2
−

1
15

𝑧 + 3
−

1
3
𝑧

.استزیرصورتبه𝑋(𝑧)سیگنال

𝑋 𝑧 =

2
5

𝑧

𝑧 − 2
−

1
15

𝑧

𝑧 + 3
−

1

3
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ادامه مثال



𝑧آنکهبهتوجهبا:الفپاسخ > :داریماست،2

𝑥 𝑛 =
2

5
2𝑛𝑢 𝑛 −

1

15
−3 𝑛𝑢 𝑛 −

1

3
𝛿 𝑛

𝑧آنکهبهتوجهبا:بپاسخ < :داریماست،3−

𝑥 𝑛 = −
2

5
2𝑛𝑢 −𝑛 − 1 +

1

15
−3 𝑛𝑢 −𝑛 − 1 −

1

3
𝛿 𝑛

3−آنکهبهتوجهبا:جپاسخ < 𝑧 < :داریماست،2

𝑥 𝑛 = −
2

5
2𝑛𝑢 −𝑛 − 1 −

1

15
−3 𝑛𝑢 𝑛 −

1

3
𝛿 𝑛
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ادامه مثال



𝑋معکوس zتبدیل : مثال 𝑧 =
2+2𝑧−2+2𝑧−1

𝑧−1
, 𝑧 > .را بیابید1

سیگنالمی توان:غلطپاسخ
𝑋 𝑧

𝑧
.نوشتزیرصورتبهرا

𝑋 𝑧

𝑧
=

2 + 2𝑧−2 + 2𝑧−1

𝑧 𝑧 − 1

𝑋 𝑧

𝑧
=

2 + 2𝑧−2 + 2𝑧−1

𝑧 𝑧 − 1
=

𝑐1

𝑧
+

𝑐2

𝑧 − 1

:می نماییممحاسبهرامجهولات

𝑐1 = lim
𝑧→0

𝑧
2 + 2𝑧−2 + 2𝑧−1

𝑧 𝑧 − 1
= lim

𝑧→0

2 + 2𝑧−2 + 2𝑧−1

𝑧 − 1
= ∞
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𝑝0 = 𝑃1و 0 = قطب های کسر 1
𝑋 𝑧

𝑧
:است؛ بنابراین می توان نوشت



توانکسر،مخرجوصورتدرکهاستآنپاسخبودنغلطعلت.باشندبایدبینهایتغیراعدادیمجهولاتهمه•

.باشدداشتهوجودنبایدمنفی

.نشده انددادهتشخیصدرستیبهنیزقطب هاکنیددقتهمچنین•

𝑋سیگنالمی توان:درستپاسخ• 𝑧و
𝑋 𝑧

𝑧
.نوشتزیرصورتبهرا

𝑋 𝑧 =
2 + 2𝑧−2 + 2𝑧−1

𝑧 − 1
=

2𝑧2 + 2 + 2𝑧

𝑧2 𝑧 − 1

𝑋 𝑧

𝑧
=

2𝑧2 + 2𝑧 + 2

𝑧3 𝑧 − 1

شماعهدهبهدرستپاسخادامه
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ادامه مثال



تابع‌سیستم

𝑦خروجیشد،اشارهدومفصلدرکههمانطور• 𝑛سیستمیکLTIضربهپاسخباℎ 𝑛بهنسبت

𝑥ورودی 𝑛می شودمحاسبهزیررابطهاز.

𝑦 𝑛 = 𝑥 𝑛 ∗ ℎ 𝑛

.می رسیمزیررابطهبهتساویطرفدوازzتبدیلگرفتنبا•

𝑌 𝑧 = 𝑋 𝑧 𝐻 𝑧

ℎضربهپاسخzتبدیلکهمی شودگفتهانتقالتابعیاسیستمتابع𝐻(𝑧)به• 𝑛است.
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(ادامه)تابع‌سیستم‌

دیگرعبارتبهاست؛آنورودیzتبدیلبهسیستمخروجیzتبدیلنسبتصورتبهسیستمتابع•

𝐻 𝑧 =
𝑌 𝑧

𝑋 𝑧
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ℎ 𝑛

𝑥 𝑛 𝑦 𝑛

𝐻(𝑧)

𝑋(𝑧) 𝑌(𝑧)



ℎبا پاسخ ضربه LTIخروجی یک سیستم : مثال 𝑛 = 𝑎𝑛𝑢 𝑛 و ورودی𝑥 𝑛 = 𝑎𝑛𝑢 𝑛را بیابید  .

𝑋 𝑧 =
𝑧

𝑧 − 𝑎
, 𝑧 > 𝑎

𝐻 𝑧 =
𝑧

𝑧 − 𝑎
, 𝑧 > 𝑎

𝑌 𝑧 = 𝐻 𝑧 . 𝑋 𝑧 =
𝑧2

𝑧 − 𝑎 2
, 𝑧 > 𝑎

کسر
𝑌 𝑧

𝑧
.می کنیمتفکیکجزئیکسر هایبهآنراومحاسبهرا

𝑌 𝑧

𝑧
=

𝑧

𝑧 − 𝑎 2
=

𝜆1

𝑧 − 𝑎
+

𝜆0

𝑧 − 𝑎 2

𝐹 𝑧 = 𝑧 − 𝑎 2
𝑧

𝑧 − 𝑎 2
= 𝑧

𝑑

𝑑𝑧
𝐹 𝑧 = 1
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: پاسخ



𝜆0 =
1

0!
lim
𝑧→𝑎

𝐹 𝑧 = lim
𝑧→𝑎

𝑧 = 𝑎

𝜆1 =
1

1!
lim
𝑧→𝑎

𝑑

𝑑𝑧
𝐹 𝑧 = lim

𝑧→𝑎
1 = 1

کسربنابراین
𝑌 𝑧

𝑧
𝑌و 𝑧استزیرصورتبه.

𝑌 𝑧

𝑧
=

1

𝑧 − 𝑎
+

𝑎

𝑧 − 𝑎 2

𝑌 𝑧 =
𝑧

𝑧 − 𝑎
+

𝑎𝑧

𝑧 − 𝑎 2

.استزیرصورتبهخروجیبنابراین

𝑦 𝑛 = 𝑎𝑛𝑢 𝑛 + 𝑛. 𝑎𝑛𝑢 𝑛
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ادامه مثال





.می کنیممحاسبهرامجهولاتسپس.می کنیممحاسبهراآنمشتقو𝐹(𝑧)تابع

𝐹 𝑧 = 𝑧 − 5 2
5

𝑧 𝑧 − 3 𝑧 − 5 2
=

5

𝑧 𝑧 − 3

𝑑

𝑑𝑧
𝐹 𝑧 =

−5(2𝑧 − 3)

𝑧2 𝑧 − 3 2
= −

10𝑧 − 15

𝑧2 𝑧 − 3 2

𝜆0 =
1

0!
lim
𝑧→5

𝐹 𝑧 = lim
𝑧→5

5

𝑧 𝑧 − 3
=

1

2

𝜆1 =
1

1!
lim
𝑧→5

𝑑

𝑑𝑧
𝐹 𝑧 = lim

𝑧→5
−

10𝑧 − 15

𝑧2 𝑧 − 3 2
= −

7

20

𝑐1 = lim
𝑧→3

𝑧 − 3
5

𝑧 𝑧 − 3 𝑧 − 5 2
= lim

𝑧→3

5

𝑧 𝑧 − 5 2
=

5

12

𝑐2 = lim
𝑧→0

𝑧
5

𝑧 𝑧 − 3 𝑧 − 5 2
= lim

𝑧→0

5

𝑧 − 3 𝑧 − 5 2
= −

1

15
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ادامه مثال



کسر
𝐻 𝑧

𝑧
𝐻و 𝑧استزیرصورتبه.

𝐻 𝑧

𝑧
= −

1
15
𝑧

+

5
12

𝑧 − 3
−

7
20

𝑧 − 5
+

1
2

𝑧 − 5 2

𝐻 𝑧 = −
1

15
+

5
12

𝑧

𝑧 − 3
−

7
20 𝑧

𝑧 − 5
+

1
2

𝑧

𝑧 − 5 2

𝑧توجهباضربهپاسخبنابراین > .استزیرصورتبه5

ℎ 𝑛 = −
1

15
𝛿 𝑛 +

5

12
3 𝑛𝑢 𝑛 −

7

20
5 𝑛𝑢 𝑛 +

1

10
𝑛 5 𝑛𝑢 𝑛
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ادامه مثال



جموعمصورتبهسیستمتابعکنیم،مدلسیستمتابعکمکبهراموازیLTIسیستم هایبخواهیماگر•

.استشدهدادهنشانزیرشکلدرموضوعاین.بودخواهدسیستم هازیرتوابع
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𝐻1(𝑧)

𝑋(𝑧) 𝑌 𝑧

𝐻1 𝑧 + 𝐻2(𝑧)

𝑋 𝑧 𝑌(𝑧)

𝐻2(𝑧)

+



صورتبهسیستمتابعکنیم،مدلسیستمتابعکمکبهراسریLTIسیستم هایبخواهیماگر•

.استشدهدادهنشانزیرشکلدرموضوعاین.بودخواهدسیستم هازیرتوابعحاصلضرب
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𝐻1 𝑧 𝐻2(𝑧)

𝑋(𝑧) 𝑌(𝑧)

𝐻1(𝑧)

𝑋(𝑧) 𝑌(𝑧)

𝐻2(𝑧)



بودنو غیرعلّی علّی :‌LTIویژگی‌های‌سیستم‌های‌

سیستمتهگذشورودی هایوورودیبهفقطورودی،یکبهآنپاسخکهشودمیگفتهسیستمیبهعلّیسیستم•

:باشدبرقرارزیررابطهاگرتنهاواگراستعلیزماندرگسستهLTIسیستمیک.باشدداشتهبستگی

ℎ 𝑛 = 0, 𝑛 < 0

بودنراستیدستبهتوجهبا.داردصفرمقدارصفر،قبللحظاتدرعلیسیستمیکضربهپاسخدیگر،عبارتبه•

فرمبهباید𝐻(𝑧)سیستمتابعباعلیسیستمzتبدیلROCهمگرایی،ناحیهویژگی هایوضربهپاسخسیگنال

𝑧 > 𝑟𝑚باشدقطب هابیرونبایدهمگراییناحیهدیگر،عبارتبهباشد؛.
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پایداری:‌LTIویژگی‌های‌سیستم‌های‌

ℎضربهپاسخباLTIگسستهزمانسیستمیکپایداریبرایشد،بیانقبلاًکههمانطور• 𝑛برایزیررابطهباید

.باشدصادقآن

 

𝑘=−∞

+∞

ℎ 𝑘 < +∞

.باشدمحدودضربهپاسخاندازهمجموعکهاستآنپایداریشرطدیگر،عبارتبه•

𝑧دیگرعبارتبهباشد؛واحددایرهشاملهمگراییناحیهکهاستآنپایداریشرط• = 1 ⊆ 𝑅𝑂𝐶باشد.
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تفاضلیتوصیف شده با معادلات LTIحل سیستم های 

:می شودتعریفزیرصورتبهثابتضرایبباNمرتبهتفاضلیمعادلهیک•

 

𝑘=0

𝑁

𝑎𝑘𝑦 𝑛 − 𝑘 =  

𝑘=0

𝑀

𝑏𝑘𝑥 𝑛 − 𝑘

𝑎𝑁لزوماًوهستندثابتحقیقیضرایب𝑏𝑘و𝑎𝑘آندرکه• ≠ 0.

:می آیددرزیرصورتبهببریم،𝑧حوزهبهزمانحوزهازرابالارابطهاگر•

 

𝑘=0

𝑁

𝑎𝑘𝑧−𝑘𝑌 𝑧 =  

𝑘=0

𝑀

𝑏𝑘𝑧−𝑘𝑋 𝑧
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(ادامه)تفاضلی توصیف شده با معادلات LTIحل سیستم های 

:نوشتمی توانبنابراین•

𝑌 𝑧  

𝑘=0

𝑁

𝑎𝑘𝑧−𝑘 = 𝑋 𝑧  

𝑘=0

𝑀

𝑏𝑘𝑧−𝑘

𝐻 𝑧 =
𝑌 𝑧

𝑋 𝑧
=

 𝑘=0
𝑀 𝑏𝑘𝑧−𝑘

 𝑘=0
𝑁 𝑎𝑘𝑧−𝑘

شاهرودصنعتیدانشگاه 66دکتر‌حمید‌حسن‌پور–سیگنال‌ها‌و‌سیستم‌ها‌



𝑎1کنیدفرض.بیابیدرازیرعلیسیستمضربهپاسخ:مثال = 𝑎2و1 = .باشد2
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𝑥[𝑛] 𝑦[𝑛]

1

+

−

𝑒1[𝑛]

Unit 

delay 2

−−

Unit 

delay

𝑒2[𝑛]

𝑒3[𝑛]
:پاسخ

𝑦 𝑛 = 𝑥 𝑛 − 𝑒1 𝑛 − 𝑒2 𝑛 − 𝑒3 𝑛

𝑒1 𝑛 =𝑦 𝑛−1
𝑦 𝑛 = 𝑥 𝑛 − 𝑦 𝑛 − 1 − 𝑒2 𝑛 − 𝑒3 𝑛

𝑒2 𝑛 =2𝑦 𝑛
𝑦 𝑛 = 𝑥 𝑛 − 𝑦 𝑛 − 1 − 2𝑦 𝑛 − 𝑒3 𝑛

𝑒3 𝑛 =𝑥 𝑛−1
𝑦 𝑛 = 𝑥 𝑛 − 𝑦 𝑛 − 1 − 2𝑦 𝑛 − 𝑥 𝑛 − 1

بنابراین

𝑦 𝑛 − 1 + 3𝑦 𝑛 = 𝑥 𝑛 − 𝑥 𝑛 − 1



.استزیرصورتبهسیستمکنندهتوصیفتفاضلیمعادله

𝑦 𝑛 − 1 + 3𝑦 𝑛 = 𝑥 𝑛 − 𝑥 𝑛 − 1

 𝑧−1𝑌 𝑧 + 3𝑌 𝑧 = 𝑋 𝑧 − 𝑧−1𝑋 𝑧

 𝑌 𝑧 𝑧−1 + 3 = 𝑋 𝑧 1 − 𝑧−1

 𝐻 𝑧 =
𝑌 𝑧

𝑋 𝑧
=

1 − 𝑧−1

𝑧−1 + 3
=

𝑧 − 1

3𝑧 + 1
=

1

3

𝑧 − 1

𝑧 +
1
3

کسر
𝐻 𝑧

𝑧
.می کنیمتفکیکجزئیکسرهایبهومحاسبهرا

𝐻 𝑧

𝑧
=

1

3

𝑧 − 1

𝑧 𝑧 +
1
3

=
𝑐1

𝑧
+

𝑐2

𝑧 +
1
3
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ادامه مثال



𝑐1 = lim
𝑧→0

𝑧
1

3

𝑧 − 1

𝑧 𝑧 +
1
3

=
1

3
lim
𝑧→0

𝑧 − 1

𝑧 +
1
3

= −

1
3
1
3

= −1

𝑐2 = lim
𝑧→−

1
3

𝑧 +
1

3

1

3

𝑧 − 1

𝑧 𝑧 +
1
3

= lim
𝑧→−

1
3

1

3

𝑧 − 1

𝑧
=

1

3

−
1
3

− 1

−
1
3

=
4

3

کسربنابراین
𝐻 𝑧

𝑧
𝐻و 𝑧بودخواهدزیرصورتبه.

𝐻 𝑧

𝑧
= −

1

𝑧
+

4

3

1

𝑧 +
1
3

𝐻 𝑧 = −1 +
4

3

𝑧

𝑧 +
1
3

𝑧فرمبهضربهپاسخهمگراییناحیهاست،علیسیستمآنکهبهتوجهبا > 𝑟استزیرصورتبهضربهپاسخبنابرایناست؛.

ℎ 𝑛 = −𝛿 𝑛 +
4

3
−

1

3

𝑛
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ادامه مثال



طرفهیک Zتبدیل 

دیگرعبارتبهاست؛∞+تا0ازآنجمعحدودکهاستzتبدیلازخاصینوعطرفهیکzتبدیل•

𝑋 𝑧 =  

𝑘=0

+∞

𝑥 𝑘 𝑧−𝑘

𝑥سیگنالمنفیزمان هایبخشتبدیلاین• 𝑛می توانبنابرایننمی گیرد؛نظررا𝑥 𝑛یکصورتبهرا

𝑧صورتبهآنهمگراییناحیهاینرواز.گرفتنظردرراستیدستسیگنال > 𝑟است.

𝑥فرمبهسیگنال هاییبرایzتبدیلوطرفهیکzتبدیل• 𝑛 𝑢 𝑛استیکسان.

.هستندفرماینبهواقعیسیگنال هایبیشتر•
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MATLABکدهای‌

ztransدستور-4-11-1•

iztransدستور-4-11-2•
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ZTRANSدستور 

یکzتبدیلمی خواهیمکنیدفرض.می گیردقراراستفادهموردتابعطرفهیکzتبدیلمحاسبهبرایدستوراین•

𝑥سیگنالطرفه 𝑛 = 2𝑛استامکان پذیرموضوعاینزیرکدکمکبه.نماییممحاسبهرا.
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>> syms n z

>> f=2^n;

>> ztrans(f,n,z)

ans =

z/(z - 2)

𝐹صورتبهراzتبدیلکداین 𝑧 =
𝑧

𝑧−2
اتدستورازمی توانترتیببهضربهوپلهتوابعبرای.می کندمحاسبه

heavisideوdiracکرداستفاده.



𝑓یکطرفه  zتبدیلبنویسید که کدی : مثال 𝑛 =
1

5

𝑛
𝑢 𝑛 − .را محاسبه کند7

:پاسخ
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>> syms n z

>> f=((1/5)^n)*heaviside(n-7);

>> ztrans(f,n,z)

ans =

(1/(390625*(z - 1/5)) + 1/78125)/z^7

.استزیرصورتبهمی کندمحاسبهکدکهیzتبدیل

𝐹(𝑧) = 𝑧−7(
1

390625 ∗ 𝑧 −
1
5

+
1

78125
)



IZTRANSدستور 

.می گیردقراراستفادهموردتابعیکطرفهیکzتبدیلعکسمحاسبهبرایدستوراین•

𝐹(𝑧)سیگنالطرفهیکzتبدیلعکسمی خواهیمکنیدفرض• =
𝑧

𝑧−3
کمکبه.نماییممحاسبهرا

.استامکان پذیرموضوعاینزیرکد
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>> syms n z

>> F=z/(z-3);

>> iztrans(F,z,n)

ans =

3^n

𝑓صورتبهکدخروجی 𝑛 = 3𝑛است.

.استطرفهیکzتبدیلبهمربوطiztransوztransدستورهایمی شودیادآوریمجددا



ℎضربهپاسخباLTIسیستمیکخروجی:مثال 𝑛 =
1

3

𝑛
𝑢 𝑛ورودیو𝑥 𝑡 = 𝑛

1

5

𝑛
𝑢 𝑛وسیلهبهرا

Matlabبیابید.

برایطرفهیکzدستوراتازمی تواندارند،صفرمقدارصفر،قبلدرضربهپاسخوورودیسیگنالهرکهآنجاییاز:پاسخ

.کرداستفادهآن ها
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clc; clear; close all;

syms n z

h=(1/3)^n;

x=n*((1/5)^n);

H=ztrans(h,n,z);

X=ztrans(x,n,z);

Y=H*X;

y=iztrans(Y,z,n);

disp(y)



.استزیرصورتبهکداینخروجی

(15*(1/3)^n)/4 - (21*(1/5)^n)/4 - (3*(1/5)^n*(n - 1))/2

.می باشدزیرشکلبهMatlabتوسطشدهمحاسبهخروجیسیگنالبنابراین

𝑦 𝑛 =
15

4

1

3

𝑛

−
21

4

1

5

𝑛

−
3

2

1

5

𝑛

𝑛 − 1

𝑦 𝑛 =
15

4

1

3

𝑛

−
15

4

1

5

𝑛

−
3

2
𝑛

1

5

𝑛

:استزیرصورتبهسوالپاسخبنابراین

𝑦 𝑛 =
15

4

1

3

𝑛

−
19

4

1

5

𝑛

−
3

2
𝑛

1

5

𝑛

𝑢 𝑛

شاهرودصنعتیدانشگاه 76دکتر‌حمید‌حسن‌پور–سیگنال‌ها‌و‌سیستم‌ها‌

ادامه مثال


